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D-IV/ MOUVEMENT DANS L’ESPACE 

\ i ^_à < j ^ a 



Pour étudier le mouvement d’un point matériel dans l’espace, et qui est caractérisé par 
trois dimensions, on fait appel, en général, aux coordonnées cylindriques et aux coordonnées 
sphériques. 

1/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEES CYLINDRIQUES 

(<Lûl jlauiSf) CjIjjIJaVIj Ayutjj) 

v Position du mobile : (figure 4.14) 



coordonnée z 




La position du mobileMest indiquée par sa 
Ligne de la coordonnée algébrique z et ses deux coordonnées 

polaires P et Ç de sa projection m sur le plan XOY 



Ligne de la 
coordonnée (p 



y Ligne de la 

P \ coordonnée p 




m 



Fig 4.14 : Base des coordonnée 
cylindriques 



Les relations entre les vecteurs de la base f«p,w„,w z ) 
ceux de la base sont: 




ü = cos (pi + sin cp.j 
ü = -sin (pi +cos (p.j 



Le vecteur position s’écrit donc : 



ü z =k 



( 4 . 39 ) 




( 4 . 40 ) 




( 4 . 41 ) 



m 

L’étudiant peut remarquer l’équivalence entre cette dernière expression et la relation 
déjà vue (6.3). 

■ Le déplacement élémentaire est donné par l’expression : 




( 4 . 42 ) 



♦♦♦ Vitesse du mobile : 

Il suffit de dériver le vecteur position, exprimé en coordonnées cylindriques, par 
rapport au temps, pour tomber sur le vecteur vitesse. Remarquons que le rayon polaire p 
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est une fonction du temps. Le vecteur unitaire ü est lui aussi variable avec le temps. 



Seul ü z = k est constant. 



f = pu + z.ü 



_ j. df 
v=r = — = m 

dt dt 



dp i dü p _ dz 



+ p f u — 

dt dt 



dÜ 



dû 



En se rappelant de la relation (4.25) relative aux dérivées de — 7 — et — 7 - , nous 



dt 



dt 



pouvons ecnre : 




( 4 . 43 ) 



Remarquons que la vitesse a trois composantes: radiale (v, ) 
azimutale ( v z ) . 

Le module de la vitesse en coordonnées cylindriques est donné par l’expression : 




v-yjp 2 + ( P-<P Ÿ 




( 4 . 44 ) 



♦♦♦ Accélération du mobile : 



✓ 



En continuant l’opération de dérivation par rapport au temps nous arrivons à 
l’expression de l’accélération du mobile : 







dv du du 

a = — = pu „ +p >. — +p.é.u, n + p.(ô.u m + p.ô . — - + z. u, 
dt p dt v v dt 



En utilisant la notation de Newtoff et en se rappelant de la relation ( 4 . 25 ), nous 
obtenons l’expression finale de l’accélération exprimée en coordonnées cylindriques : 




â = (P-P->, 



~ P-<P )Ü p + (p-Ç + 2 .p.(p) ü œ + z.ü 



(P 



( 4 . 45 ) 



La même expression peut être écrite sous la forme : 




( 4 . 46 ) 



Si z = 0et p = R = C e , réapparaît alors la relation (3 1 .4) de l’accélération du mouvement 
circulaire uniforme. 



Remarquons que l’accélération, comme la vitesse, a trois composantes : radiale (a r ) 

transversale (a^,) et azimutale ( a z ) . 



A.FIZAZI 



Univ-BECHAR 



LMD1/SM ST 



Mouvement dans l’espace 



95 



f Uaill <^â CAS jaJ! 



2/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEES SPHERIQUES 



♦♦♦ Position du mobile : (Figure 4. 1 5) 

Dans ce système la position du mobile est définie par la relation : 

KO 

OM 6{t) 

(p{t) 




( 4 . 47 ) 



Rappelons les deux relations 4.17 et 4.18 entre les vecteurs de la base (ü r , ü e , ü ) et ceux 
de la base(z ,j , k) : 

ü r = sin û.œsç.i + sin#.sin<^.y +cos O.k 
ü = -sin(p.i + cos (p.j 

ü 0 = cos 0. cos (p.i + cos 6. sin (p.j - sin O.k 



Ligne de la 
coordonnée (p 



— / Ligne dfela 

7/ / 3 j 

LL / coordomée 




Ligne de la 
coordonnée^ 

Fig 4.15: Base des coordonnées 
sphériques 



Le déplacement élémentaire est donné par la relation 




( 4 . 48 ) 



a L’étudiant ne doit pas apprendre les lettres mais leurs sens. Remarquez 

qu e(p = (OX ,Om) etû = (OZ,OM) , mais vous pouvez trouver l’inverse 

de cela dans d’autres références. 

❖ Vitesse du mobile : 

Dérivons le vecteur position en coordonnées sphériques par rapport au temps : 



v = r = r.u r + r.u 



A.FIZAZI 



Univ-BECHAR 



LMD1/SM ST 



Mouvement dans l’espace 



96 



f Uaill <^â CAS jaJ! 



Dérivons le vecteur ü , puis organisons la nouvelle expression pour obtenir à la 



fin : 











•<£> 

II 

•ts 5 ' 


Lcos^cos^? + j cosôsinç - ksinO 

\ j 


+ (psinO 


-/.sin^> + jcosç 

\ j 




1 

1 




1 

1 



• • 

C'est-à-dire : ü r = Q.Ü g + </àsin 0.Ü 



<p 



Par remplacement on obtient l’expression finale de la vitesse en coordonnées 



sphériques : 



v = r.Ü + rO.ün + (rsmû)ç.ü 



(p 



Les trois composantes sphériques du vecteur vitesse apparaissent clairemei 




( 4 . 49 ) 



La base orthogonale directe est constituée des vecteurs (ü r ,ü 0 ,ü ) qui dépendent de la 

position du mobile, donc du temps. Elle est définie par les équations horaires r(t ) , 6(t) 

; 

et<p(t), qui nous permettent d’arriver aux valeurs algébriques v , v g et v des 
composantes sphériques du vecteur vitesse et de là. la détermination du vecteur vitesse. 





♦> Accélération d 

En dérivant le vecteur vitesse par rapport au temps, on arrive à l’expression du 
vecteur accélération, soit : 




dv d r 



a = 



dt dt L 



r.ü + (r sin (p)6.Ü g + rip.ü 



'<p 



a = a r + a 0 + a ^ <=> a = Ja 2 r + a 2 e + a 2 



Nous donnons ci après l’expression finale du vecteur accélération, l ’étudiant doit être en 
mesure de s’assurer du résultat : 



d — (r — r.Ô 1 - r.<p 2 . sin 2 6).ü r + 

• • • 

(i r.O + 2 r.O - r.cp .sin 0. cos 0).ü 0 + 
{r.cp.smO + 2f.ç.sm0 + 



( 4 . 50 ) 
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Là aussi, connaissant les équations horaires r(t) , 0(t) et <p(t) on arrive aux 
expressions algébriques a , Cl () et a des composantes du vecteur accélération et par 
conséquent à la détermination du vecteur a . 



Exemple 4.9 : 

Le mouvement d’un point matériel M est défini en coordonnées cylindriques par 
les composantes du vecteur position OM et par l’angle polaire# tels 

que OM = a.ü + bt.k ; 0=ct ; sachant que a, b,c sont des constantes positives. 

1/ Calculer la vitesse et l’accélération en fonction du temps. 

2/ Calculer le rayon de courbure après un tour complet autour de l’axe OZ . 



Réponse : A 

1/ Pour obtenir le vecteur vitesse on dérive le vecteur accéléralion : 






dOM 

dt 



d 



-, w / _ 

= v = — au n + 
dt y p 



btk ) 



dû „ - v = a.Ôün + bk 

v = a — — + bk => 0 

dt n 



6 = et => 0 = 2 et 



Le module du vecteur vitesse : 



En dérivant le vecteur vitesse on 





actÜ Q + bk 



t le vecteur accélération : 



dv d ^ _ 

r= zrjt (2ac,u ' 



s 



d 



>k)=> y = 2 ac—(t.u 0 ) => y 



= lac 



t. 



dû 



e 



dt 



+ Ug. 1 



Son module est : 




y = lac 



—t.lct.ü + ü 



0 





complet : 



2/ Calcul du rayon de courbure. 



alculons d’abord la durée nécessaire pour que le mobile effectue un tour 



0 — Itc — et 



0 \1tc 



Remplaçant ensuite le temps par son expression que nous venons de trouver dans 
l’expression de l’accélération normale et enfin, calculons le rayon de courbure : 

Nous laissons à l’étudiant le soin de réaliser ce calcul de longue haleine pour 
aboutir à la fin au résultat suivant : 
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R = — ; ïn = ; 

Tn 





R U) ~ 



V 



(4a 2 c 2 t 2 +b 2 } 



a 



N 



2ac(\6a 2 c 4 t 6 + 4 c 2 b 2 t 4 + b 2 y 1 





2;r N 


( 


8 7ia 2 c 2 t 2 +b 2 

K ^ 


3 / 

|/2 


c J 


2ac(128a 2 c^ 3 + b 2 (l + \6tt 2 ))'*• 
— 



< 
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